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Uvod
S pojmom izracˇunljivosti susreli smo se na istoimenom kolegiju gdje smo se bavili s re-
kurzivnim funkcijama oblika f : Nk Ñ N, za neki k ě 1. U ovom radu prosˇirujemo
pojam rekurzivnosti na funkcije s realnim vrijednostima. Takoder nas zanima na koji nacˇin
prosˇiriti pojam izracˇunljivosti na metricˇke prostore.
U prvom poglavlju se prisjec´amo pojma rekurzivne funkcije f : Nk Ñ N te dajemo
neke primjere takvih funkcija. Dan je pregled teorema i propozicija koji se rade na kole-
giju Izracˇunljivost, a koji su potrebni za daljnje razumijevanje grade u ovom radu. Pojam
rekurzivne funkcije prosˇirujemo na funkcije s kodomenama u Z, Q, R. Dokazujemo da su
zbroj, apsolutna vrijednost i umnozˇak takvih funkcija takoder rekurzivne funkcije.
Pojam rekurzivno prebrojivih skupova definiramo u drugom poglavlju. Dokazujemo
na koji nacˇin djelovanje rekurzivne funkcije utjecˇe na rekurzivno prebrojive skupove. Tako
je dokazano da su praslika i slika, po rekurzivnoj funkciji, rekurzivno prebrojivog skupa
takoder rekurzivno prebrojivi skupovi.
Pojmove izracˇunljivog metricˇkog prostora, izracˇunljive tocˇke i izracˇunljivog niza uvo-
dimo u trec´em poglavlju. Promatramo euklidsku metriku d na R te na prirodan nacˇin
uvodimo niz α takav da je pR, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor. Dokazujemo da je x
izracˇunljiva tocˇka u pR, d, αq ako i samo ako je x rekurzivan broj.
U cˇetvrtom poglavlju razradujemo pojam iz naslova diplomskog rada, dakle defini-
ramo sˇto su strukture izracˇunljivosti, efektivni separirajuc´i nizovi, separabilne strukture
izracˇunljivosti i sl. Dokazujemo da je skup svih rekurzivnih brojeva prebrojiv, a takoder i da
je skup svih rekurzivnih funkcija f : Nk Ñ R prebrojiv. Centralno mjesto u ovom poglav-
lju ima teorem u kojem se tvrdi da postoji jedinstvena separabilna struktura izracˇunljivosti
na metricˇkom prostoru pr0, 1s, dq, pri cˇemu je d euklidska metrika. Na kraju se doticˇemo
pojma omedenosti u metricˇkim prostorima te definiramo kada je izracˇunljiv metricˇki pros-
tor efektivno potpuno omeden.
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Poglavlje 1
Rekurzivne funkcije s realnim
vrijednostima
1.1 Klasicˇna izracˇunljivost
Definicija 1.1.1. Funkciju Z : NÑ N definiranu sa Zpxq “ 0 nazivamo nul-funkcija.
Funkciju S c : NÑ N definiranu sa S cpxq “ x`1 nazivamo funkcija sljedbenika (eng.
successor).
Neka je n P N zt0u i k P t1, . . . , nu. Funkciju Ink : Nn Ñ N definiranu sa Ink px1, . . . , xnq “
xk nazivamo projekcija na k-tu koordinatu.
Funkcije Z, Sc i Ink pn P Nzt0u, k ď nq nazivamo inicijalne funkcije.
Definicija 1.1.2. Neka su k, n P Nz t0u, te S 1, . . . , S n Ď Nk. Neka su g1 : S 1 Ñ N, . . . , gn : S n Ñ
N. Neka je T Ď Nn, te f : T Ñ N.
Definiramo k-mjesnu funkciju h sa:
hp~x q » f pg1p~x q, . . . , gnp~x qq. (1.1)
Tada kazˇemo da je funkcija h definirana pomoc´u kompozicije funkcija f , g1, . . . , gn.
Napomena 1.1.3. Za funkciju kazˇemo da je mjesnosti k, k P N z t0u ukoliko za njezinu
domenu S vrijedi S Ď Nk.
Oznaka » koju smo koristili u (1.1) nam znacˇi da je funkcija h definirana na svim onim
~x P Nk za koje definicija ima smisla, odnosno domena te funkcije je
S “ t~x P S 1 X . . .X S n | pg1p~x q, . . . , gnp~x qq P Tu.
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Definicija 1.1.4. Neka je n P Nz t0u, S Ď Nn, T Ď Nn`2, f : S Ñ N, g : T Ñ N.
Definiramo (n+1)-mjesnu funkciju h sa:
hp0, x1, . . . , xnq » f px1, . . . , xnq (1.2)
hpy` 1, x1, . . . , xnq » gphpy, x1, . . . , xnq, y, x1, . . . , xnq (1.3)
Za funkciju h kazˇemo da je dobivena primitivnom rekurzijom funkcija f i g.
Definicija 1.1.5. Neka je n P Nz t0u te g : Nn`1 Ñ N. Definiramo
S “ tpx1, . . . , xnq P Nn | Dy P N tako da je gpx1, . . . , xn, yq “ 0u
Neka je f : S Ñ N funkcija definirana sa:
f px1, . . . , xnq “ µyr gpx1, . . . , xn, yq “ 0 s.
Pisˇemo i
f px1, . . . , xnq » µyr gpx1, . . . , xn, yq “ 0 s , ~x P Nn. (1.4)
Pri tome µyrgp~x, yq “ 0s oznacˇava najmanji y takav da vrijedi gp~x, yq “ 0. Za funkciju f
kazˇemo da je dobivena primjenom µ -operatora na funkciju g.
Napomena 1.1.6. Funkcija g iz prethodne definicije ne mora biti totalna, naime u (1.4)
smo koristili oznaku » koja znacˇi da je funkcija f definirana na svim onim ~x P Nn za koje
definicija ima smisla. Konkretno, kada je g : S g Ñ N, S g ( Nk`1, tada je skup S na kojem
je funkcija f definirana jednak
S “ tpx1, . . . , xnq P Nn | Dy P N tako da je gpx1, . . . , xn, yq “ 0,
gpx1, . . . , xn, zq je definirano za sve z ď yu
Definicija 1.1.7. Najmanja klasa funkcija koja sadrzˇi inicijalne funkcije, te je zatvorena
za kompoziciju, primitivnu rekurziju i primjenu µ-operatora naziva se klasa parcijalno
rekurzivnih funkcija.
Za funkciju f : S Ñ N kazˇemo da je totalna ukoliko je S “ Nk za neki k P N zt0u.
Kazˇemo da je funkcija rekurzivna ukoliko je parcijalno rekurzivna i totalna.
Primjer 1.1.8. Sljedec´e funkcije su rekurzivne (dokaz se mozˇe nac´i u [1]):
1. N2 Ñ N, px, yq ÞÑ x` y,
2. N2 Ñ N, px, yq ÞÑ x ¨ y,
3. N2 Ñ N, px, yq ÞÑ x 9´ y “
#
0, x ď y
x´ y, x ą y , ovu funkciju nazivamo modificirano
oduzimanje
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4. N2 Ñ N, px, yq ÞÑ
#
t xy u, y , 0
x, y “ 0 ,
5. N2 Ñ N, px, yq ÞÑ ostpx, yq, tj. funkcijska vrijednost u px, yq je ostatak pri dijeljenju
x sa y,
6. p : NÑ N, i ÞÑ pi` 1q-vi prost broj,
7. E : N2 Ñ N, Epx, iq “
$’&’%
eksponent s kojim broj pi ulazi u rastav od
x na proste faktore, x ě 1
0, x “ 0
,
8. sg : NÑ N, sgpxq “
#
0, x “ 0
1, x ě 1 ,
9. sg : NÑ N, sgpxq “
#
1, x “ 0
0, x ě 1 ,
10. ϕ : N2 Ñ N, ϕpa, bq “ ab.
Definicija 1.1.9. Za skup S Ď Nk kazˇemo da je rekurzivan skup ako je njegova karakte-
risticˇna funkcija rekurzivna.
Propozicija 1.1.10. Neka je k ě 1, te neka su S i T rekurzivni podskupovi od Nk. Tada su
i S c, S X T i S Y T takoder rekurzivni skupovi.
Propozicija 1.1.11. Neka su f , g : Nk Ñ N rekurzivne funkcije.
Tada su rekurzivne i funkcije
f ` g, f ¨ g : N2 Ñ N
Propozicija 1.1.12. Neka su n, k P Nz t0u. Neka su F1, . . . , Fn : Nk Ñ N rekurzivne
funkcije. Neka su S 1, . . . , S n Ď Nk rekurzivni skupovi tako da za svaki ~x P Nk postoji tocˇno
jedan i P t1, . . . , nu tako da je ~x P S i.
Neka je f : Nk Ñ N funkcija definirana sa:
f p~x q “
$’&’%
F1p~x q , ako je ~x P S 1
. . .
Fnp~x q , ako je ~x P S n
Tada je f rekurzivna funkcija.
Dokazi navedenih propozicija se mogu nac´i u [1].
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1.2 Rekurzivne funkcije s cjelobrojnim vrijednostima
Propozicija 1.2.1. Neka je k P Nz t0u te neka je f : Nk Ñ Z. Tada postoje rekurzivne
funkcije a, b : Nk Ñ N tako da je
f p~x q “ p´1qap~x qbp~x q, @~x P Nk (1.5)
ako i samo ako postoje rekurzivne funkcije g, h : Nk Ñ N tako da je
f p~x q “ gp~x q ´ hp~x q, @~x P Nk. (1.6)
Dokaz. Pretpostavimo da postoje rekurzivne funkcije a, b : Nk Ñ N tako da vrijedi (1.5).
Definiramo funkcije g i h na sljedec´i nacˇin:
gp~x q “
"
bp~x q, ako je ap~x q paran
0, ako je ap~x q neparan
hp~x q “
"
0, ako je ap~x q paran
bp~x q, ako je ap~x q neparan
Trivijalno se vidi da je funkcija f 1p~x q “ gp~x q ´ hp~x q jednaka funkciji f .
Prema propoziciji 1.1.12 dovoljno je pokazati da je skup A “ t~x P Nk | ap~x q je
neparanu rekurzivan da bi funkcije g i h bile rekurzivne. Karakteristicˇna funkcija skupa A
je
χAp~x q “
#
1 , ako je ap~x q neparan
0 , ako je ap~x q paran
odnosno,
χAp~x q “ ostp ap~x q , c2pIn1p~x qq q, (1.7)
gdje je c2 konstantna funkcija s vrijednosˇc´u 2. Iz jednakosti (1.7) se lako vidi da je karakte-
risticˇna funkcija skupa A rekurzivna jer je dobivena primjenom kompozicije na rekurzivne
funkcije ost, a, c2 ˝ In1 . Dakle, funkcije g i h su rekurzivne.
Pretpostavimo sada da postoje rekurzivne funkcije g, h : Nk Ñ N tako da je
f p~x q “ gp~x q ´ hp~x q.
Zˇelimo iskazati funkcije a i b pomoc´u funkcija g i h, a takoder i pokazati da su rekurzivne.
Definirajmo skup S “ t~x P Nk | gp~x q ě hp~x qu, i funkcije a i b na sljedec´i nacˇin:
ap~x q “
#
0 , ako je ~x P S
1 , inacˇe
bp~x q “
#
gp~x q´ hp~x q , ako je ~x P S
hp~x q´ gp~x q , inacˇe
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Prema propoziciji 1.1.12 dovoljno je pokazati da je skup S rekurzivan da bi funkcije a i b
bile rekurzivne. Karakteristicˇna funkcija skupa S izgleda ovako:
χS p~x q “ sgp hp~x q´ gp~x qq,
tj. ona je nastala primjenom kompozicije na rekurzivne funkcije sg i B, gdje je B nastala
kompozicijom modificiranog oduzimanja, h i g. Dakle χS je rekurzivna funkcija i S je
rekurzivan skup. Za tako definirane funkcije a i b vrijedi (1.5). 
Definicija 1.2.2. Neka je k P Nzt0u. Za funkciju f : Nk Ñ Z kazˇemo da je rekurzivna ako
postoje a, b : Nk Ñ N rekurzivne funkcije tako da se f mozˇe zapisati u obliku:
f p~x q “ p´1qap~x qbp~x q, @~x P Nk.
Uocˇimo da je prema propoziciji 1.2.1 funkcija f rekurzivna ako i samo ako postoje funkcije
g, h : Nk Ñ N koje su rekurzivne tako da je
f p~x q “ gp~x q ´ hp~x q, @~x P Nk.
Propozicija 1.2.3. Neka su f1, f2 : Nk Ñ Z rekurzivne funkcije. Tada su rekurzivne i
sljedec´e funkcije
f1 ` f2 : Nk Ñ Z (1.8)
f1 ¨ f2 : Nk Ñ Z (1.9)
Dokaz. Buduc´i su zapisi (1.5) i (1.6) ekvivalentni koristiti c´emo onaj koji je pogodniji za
dokazivanje ove propozicije.
Funkcije f1 i f2 su rekurzivne pa prema propoziciji 1.2.1 postoje g1, h1 : Nk Ñ N i
g2, h2 : Nk Ñ N koje su rekurzivne tako da je:
f1 “ g1 ´ h1, f2 “ g2 ´ h2.
Dalje raspisujemo:
p f1 ` f2qp~x q “ f1p~x q ` f2p~x q
“ g1p~x q ´ h1p~x q ` g2p~x q ´ h2p~x q
“ pg1p~x q ` g2p~x qq ´ ph1p~x q ` h2p~x qq
Kako su g1, g2 rekurzivne, tako je i njihov zbroj g1 ` g2 : Nk Ñ N rekurzivna funkcija.
Analogno, zakljucˇujemo da je h1 ` h2 : Nk Ñ N rekurzivna funkcija.
Oznacˇimo sa gp~x q “ g1p~x q ` g2p~x q, i hp~x q “ h1p~x q ` h2p~x q. Tada je f1 ` f2 “ g ´ h.
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Zapisali smo f1 ` f2 u obliku (1.6), pri cˇemu su g i h rekurzivne, prema tome f1 ` f2 je
rekurzivna funkcija.
Za drugi dio tvrdnje koristit c´emo zapis (1.5). Dakle,
f1p~x q “ p´1qa1p~x qb1p~x q
f2p~x q “ p´1qa2p~x qb2p~x q,
gdje su a1, b1, a2, b2 : Nk Ñ N rekurzivne funkcije. Raspisujemo,
p f1 ¨ f2qp~x q “ p´1qa1p~x qb1p~x q ¨ p´1qa2p~x qb2p~x q
“ p´1qa1p~x q`a2p~x qb1p~x qb2p~x q
Funkcija a : Nk Ñ N, ap~x q “ a1p~x q`a2p~x q je rekurzivna, a takoder i b : Nk Ñ N, bp~x q “
b1p~x q ¨ b2p~x q. Dakle,
p f1 ¨ f2qp~x q “ p´1qap~x qbp~x q
je rekurzivna funkcija. 
1.3 Rekurzivne funkcije s racionalnim vrijednostima
Definicija 1.3.1. Neka je k P Nzt0u. Za funkciju f : Nk Ñ Q kazˇemo da je rekurzivna ako
postoje rekurzivne funkcije a, b, c : Nk Ñ N, pri cˇemu je cp~x q , 0, @~x P Nk, tako da se f
mozˇe zapisati u obliku:
f p~x q “ p´1qap~x q bp~x qcp~x q , @~x P Nk. (1.10)
Propozicija 1.3.2. Neka su f1, f2 : Nk Ñ Q rekurzivne funkcije. Tada su rekurzivne i
sljedec´e funkcije
f1 ` f2 : Nk Ñ Q
f1 ¨ f2 : Nk Ñ Q
Dokaz. Kako je f1 rekurzivna funkcija, postoje rekurzivne funkcije a1, b1, c1 : Nk Ñ N
takve da je c1p~x q , 0, i
f1p~x q “ p´1qa1p~x q b1p~x qc1p~x q , @~x P Nk.
Jednako zakljucˇujemo i za funkciju f2 i zapisujemo je u obliku:
f2p~x q “ p´1qa2p~x q b2p~x qc2p~x q , @~x P Nk.
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Neka su definirane funkcije P1, P2 : Nk Ñ Z na sljedec´i nacˇin:
P1p~x q “ p´1qa1p~x qb1p~x q ¨ c2p~x q,
P2p~x q “ p´1qa2p~x qb2p~x q ¨ c1p~x q.
Prema propoziciji 1.2.3 P1 je rekurzivna funkcija kao umnozˇak p´1qa1p~x qb1p~x q i c2p~x q.
Analogno zakljucˇujemo da je P2 rekurzivna. Pisˇemo,
p f1 ` f2qp~x q “ P1p~x q`P2p~x qc1p~x q¨c2p~x q ,
Dakle, u brojniku se nalazi zbroj rekurzivnih funkcija Nk Ñ Z, i prema 1.2.3 to je
rekurzivna funkcija. Prema propoziciji 1.1.11 zakljucˇujemo da se u nazivniku nalazi re-
kurzivna funkcija kao umnozˇak dviju rekurzivnih funkcija c1, c2 : Nk Ñ N. Sve zajedno
f1 ` f2 : Nk Ñ Q je rekurzivna funkcija.
Pogledajmo raspis funkcije za drugu tvrdnju:
p f1 ¨ f2qp~x q “ p´1qa1p~x q b1p~x qc1p~x q ¨ p´1qa2p~x q
b2p~x q
c2p~x q (1.11)
“ p´1qpa1p~x q`a2p~x qq b1p~x q¨b2p~x qc1p~x q¨c2p~x q (1.12)
Definirajmo
ap~x q “ a1p~x q ` a2p~x q,
bp~x q “ b1p~x q ¨ b2p~x q,
cp~x q “ c1p~x q ¨ c2p~x q.
Prema propoziciji 1.1.11 su navedene funkcije rekurzivne kao funkcije Nk Ñ N. Dakle,
zakljucˇujemo da je funkcija f1 ¨ f2 : Nk Ñ Q,
p f1 ¨ f2qp~x q “ p´1qap~x q bp~x qcp~x q , @~x P Nk.
rekurzivna. 
Sljedec´a propozicija je dana bez dokaza jer se njezina istinitost lako vidi.
Propozicija 1.3.3. Ako je f : Nk Ñ Q rekurzivna, tada su rekurzivne i funkcije´ f , | f | : Nk Ñ
Q.
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1.4 Rekurzivne funkcije s realnim vrijednostima
Definicija 1.4.1. Za x P R kazˇemo da je rekurzivan broj ako postoji f : NÑ Q rekurzivna
funkcija tako da vrijedi
|x´ f pxq| ă 2´k, @k P N.
Za niz pxiqiPN realnih brojeva kazˇemo da je rekurzivan ako postoji rekurzivna funkcija
F : N2 Ñ Q tako da je
|xi ´ Fpi, kq| ă 2´k, @pi, kq P N2.
Primjer 1.4.2. Neka je x P R rekurzivan broj. Tada je i broj ´x rekurzivan.
Naime, iz |x ´ f pxq| ă 2´k slijedi |p´xq ´ p´ f pxqq| ă 2´k odakle direktno slijedi
tvrdnja.
Definicija 1.4.3. Neka je n P N z t0u. Za f : Nn Ñ R kazˇemo da je rekurzivna funkcija
ako postoji rekurzivna funkcija F : Nn`1 Ñ Q tako da je
| f p~x q ´ Fp~x , kq| ă 2´k, @~x P Nn, @k P N. (1.13)
Za funkciju F kazˇemo da je rekurzivna aproksimacija funkcije f .
Primjer 1.4.4. Svaka rekurzivna funkcija Nk Ñ Q, k ě 1 je rekurzivna i kao funkcija
Nk Ñ R.
Naime, stavimo Fp~x, iq “ f pxq. Dobili smo | f pxq ´ Fpx, iq |“ 0 ă 2´i. Slobodnijim
rijecˇima bismo rekli: kada bismo rekurzivnu funkcijuNk Ñ Q gledali kao funkcijuNk Ñ R
njezina rekurzivna aproksimacija je ona sama.
Primjer 1.4.5. Ako je f : Nk Ñ R rekurzivna funkcija tada je f p~x q rekurzivan broj za
svaki ~x P Nk.
Naime, neka je F : Nk`1 Ñ Q rekurzivna aproksimacija funkcije f . Neka je za svaki
~x P Nk definirana funkcija H : N Ñ Q, Hpiq “ Fpx, iq, @i P N. Funkcija H je rekurzivna i
vrijedi
| f p~x q ´ Hpiq| ă 2´i.
Time je tvrdnja dokazana.
Definicija 1.4.6. Neka je f : Nk Ñ Nn funkcija takva da vrijedi
f p~x q “ p f1p~x q, . . . , fnp~x qq , @~x P Nk.
Za f1, . . . , fn : Nk Ñ N kazˇemo da su komponentne funkcije od f . Funkcija f je rekur-
zivna ukoliko su rekurzivne njezine komponentne funkcije f1, . . . , fn.
1.4. REKURZIVNE FUNKCIJE S REALNIM VRIJEDNOSTIMA 11
Napomena 1.4.7. Neke od cˇinjenica koje direktno proizlaze iz gornje definicije su nabro-
jene u ovoj napomeni, a biti c´e nam od koristi pri dokazivanju nekih buduc´ih propozicija.
1. Ako su g : Nn Ñ N i f : Nk Ñ Nn rekurzivne, tada je rekurzivna i njihova kompozi-
cija g ˝ f : Nk Ñ N
pg ˝ f qp~x q “ gp f p~x qq “ gp f1p~x q, . . . , fnp~x qq, (1.14)
gdje su f1, . . . , fn rekurzivne kao komponentne funkcije od f .
2. Ako su g : Nn Ñ Nm i f : Nk Ñ Nn rekurzivne, tada je rekurzivna i njihova kompozi-
cija g ˝ f : Nk Ñ Nm
pg ˝ f qp~x q “ gp f p~x qq
“ pg1p f p~x qq, . . . , gmp f p~x qqq
“ ppg1 ˝ f qp~x q, . . . , pgm ˝ f qp~x qq ,
gdje su g1, . . . , gm rekurzivne kao komponentne funkcije od g.
3. Ako su g : Nk Ñ Q i f : Nn Ñ Nk rekurzivne, tada je rekurzivna i njihova kompozi-
cija g ˝ f : Nn Ñ Q. Naime, g se mozˇe napisati u obliku
gp~x q “ p´1qap~x q bp~x qcp~x q , @~x P Nk.
Za ~x P Nn, slijedi pg ˝ f qp~x q “ p´1qap f p~x qq bp f p~x qqcp f p~x qq
Propozicija 1.4.8. Neka je n P N z t0u te neka su f1, f2 : Nn Ñ R dvije rekurzivne funkcije.
Tada je i funkcija f1 ` f2 : Nn Ñ R rekurzivna. Nadalje, funkcije ´ f1, | f1| : N2 Ñ R su
rekurzivne.
Dokaz. Prema definiciji 1.4.1 postoje rekurzivne funkcije F1, F2 : Nn`1 Ñ Q tako da vri-
jedi
| f1p~x q ´ F1p~x , kq| ă 2´k, @~x P Nn, @k P N.
| f2p~x q ´ F2p~x , kq| ă 2´k, @~x P Nn, @k P N.
Definirajmo funkciju Fˆp~x , kq “ F1p~x , kq ` F2p~x , kq. Racˇunamo
|p f1 ` f2qp~x q ´ Fˆp~x , kq| “ | f1p~x q ´ F1p~x , kq ` f2p~x q ´ F2p~x , kq|
ď | f1p~x q ´ F1p~x , kq| ` | f2p~x q ´ F2p~x , kq|
ď 2 ¨ 2´k
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Skoro smo dobili ono sˇto se po definiciji 1.4.1 trazˇi za realnu funkciju da bi bila rekurzivna.
Josˇ samo da malo ”nasˇtimamo”. Neka je
Fp~x , kq “ Fˆp~x , k ` 1q.
Da dokazˇemo da je ova funkcija rekurzivna koristit c´emo pomoc´nu funkciju
g : Nn`1 Ñ Nn`1, gp~x , kq “ p~x , k ` 1q.
Funkcija g je rekurzivna u smislu definicije 1.4.6, naime njezine su komponentne funkcije
ili inicijalne ( In`11 , . . . , I
n`1
n ), ili kompozicije inicijalnih (S c ˝ In`1n`1) pa time i rekurzivne.
Prema napomeni 1.4.7 je Fp~x , kq “ pFˆ ˝ gqp~x , kq rekurzivna kao kompozicija dviju rekur-
zivnih funkcija. Uvjerimo se josˇ da vrijedi nejednakost (1.13):
|p f1 ` f2qp~x q ´ Fp~x , kq| “ |p f1 ` f2qp~x q ´ Fˆp~x , k ` 1q|
“ | f1p~x q ´ F1p~x , k ` 1q ` f2p~x q ´ F2p~x , k ` 1q|
ď | f1p~x q ´ F1p~x , k ` 1q| ` | f2p~x q ´ F2p~x , k ` 1q|
ď 2 ¨ 2´pk`1q
“ 2´k
Nasˇli smo rekurzivnu aproksimaciju funkcije f1 ` f2, odnosno pokazali smo da je rekur-
zivna.
Neka je F1 rekurzivna aproksimacija od f1, tada vrijedi
| f1p~x q ´ F1p~x, kq| ă 2´k, @k P N, @~x P Nk,
sˇto je ekvivalentno s
|p´ f1p~x qq ´ p´F1p~x, kqq| ă 2´k, @k P N, @~x P Nk.
Funkcija´F1 je rekurzivna prema 1.3.3, odnosno´F1 je rekurzivna aproksimacija od´ f1.
Dakle, ´ f1 je rekurzivna funkcija. Nadalje, vrijedi
|| f1p~x q| ´ |F1p~x, kq|| ď | f1p~x q ´ F1p~x, kq| ă 2´k, @k P N, @~x P Nk,
odnosno |F1| je rekurzivna aproksimacija od | f1|. 
Propozicija 1.4.9. Neka su f : Nn Ñ R, g : Nm Ñ Nn rekurzivne funkcije. Tada je f ˝
g : Nm Ñ R rekurzivna funkcija.
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Dokaz. Prema definiciji realne rekurzivne funkcije slijedi da postoji rekurzivna funkcija
F : Nn`1 Ñ Q tako da vrijedi
| f p~x q ´ Fp~x, kq| ă 2´k, @~x P Nn, @k P N.
Dakle, za svaki ~x P Nm i svaki k P N vrijedi
| f pgp~x qq ´ Fpgp~x q, kq| ă 2´k.
Definiramo funkciju H : Nm`1 Ñ Q, na sljedec´i nacˇin:
Hp~x, kq “ Fpgp~x q, kq, @~x P Nm, @k P N.
Dovoljno je pokazati da je H rekurzivna da bi funkcija f ˝ g bila rekurzivna. Funkcija g je
rekurzivna, pa po definiciji 1.4.6 postoje rekurzivne funkcije g1, . . . , gn : Nm Ñ N tako da
je gp~x q “ pg1p~x q, . . . , gnp~x q. Sada mozˇemo pisati
H “ F ˝ Γ, Γ : Nm`1 Ñ Nn`1, Γp~x, kq “ pgp~x q, kq “ pg1p~x q, . . . , gnp~x q, kq.
Funkcija Γ je rekurzivna jer su njezine komponentne funkcije rekurzivne (g1˝Π, . . . , gn˝Π,
gdje je Π : Nm`1 Ñ Nm projekcija na prvih m koordinata, i projekcija na m+1-koordinatu
Im`1m`1). Dakle, H je kompozicija dviju rekurzivnih funkcija, prema napomeni 1.4.7 za-
kljucˇujemo da je rekurzivna. 
Do sada smo dokazali neka lijepa svojstva rekurzivnih funkcija, kao npr. zbroj dviju
rekurzivnih funkcija nam daje rekurzivnu funkciju. Mozˇemo tako dalje postavljati pitanja
vezana uz rekurzivnost. Npr. ako je pxiq rekurzivan niz u R, mora li skup ti P N | xi “ 0u
biti rekurzivan? Ne mora. Ipak nec´emo konstruirati protuprimjer jer nije basˇ jednostavno.
Ako je f : Nn Ñ R rekurzivna funkcija skup t~x P Nn | f p~x q “ 0u ipak ne mora biti
rekurzivan. U sljedec´em primjeru c´emo pokazati da je za neke rekurzivne funkcije skup
svih argumenata za koje je funkcijska vrijednost jednaka nuli, ipak rekurzivan.
Primjer 1.4.10. Neka je f : Nn Ñ Q rekurzivna, tada je i skup S “ t~x P Nn | f p~x q “ 0u
rekurzivan.
Prema definiciji racionalne rekurzivne funkcije, f zapisujemo u obliku
f p~x q “ p´1qap~x q bp~x qcp~x q , @~x P Nn
gdje su a, b, c rekurzivne funkcije. Tada je
S “ t~x P Nn | bp~x q “ 0u,
odnosno karakteristicˇna funkcija tog skupa je χS p~x q “ sgpbp~x qq kompozicija rekurzivnih
funkcija sg, b. Dakle, skup S je rekurzivan skup.

Poglavlje 2
Rekurzivno prebrojivi skupovi
Definicija 2.0.11. Neka je S Ď Nk. Kazˇemo da je S rekurzivno prebrojiv skup ako je
S “ H ili ako postoji rekurzivna funkcija f : NÑ Nk tako da je S “ f pNq.
Primjer 2.0.12. Nk je rekurzivno prebrojiv skup.
Konstruirajmo rekurzivnu funkciju f : NÑ Nk tako da vrijedi f pNq “ Nk. Neka je
f pxq “ pEpx, 1q, . . . , Epx, kqq.
Ta funkcija je rekurzivna jer su njezine komponentne funkcije rekurzivne (vidi primjer
1.1.8). Pokazˇimo da je surjekcija. Neka je a “ pa1, . . . , anq P Nk proizvoljan. Neka je
x “ pa11 ¨ . . . ¨ pakk . Tada je f pxq “ a.
Propozicija 2.0.13. Neka je S Ď Nk rekurzivan. Tada je S rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Ako je S “ H tada je tvrdnja trivijalno ispunjena. Neka je sada S , H. Tada
postoji s0 P S . Neka je f : N Ñ Nk rekurzivna surjekcija (postoji prema primjeru 2.0.12).
Definirajmo funkciju g : NÑ Nk sa:
gpxq “
#
f pxq, ako je x P T
s0, inacˇe,
gdje je T “ tx P N | f pxq P S u. Karakteristicˇna funkcija skupa T jednaka je χT pxq “
χS p f pxqq, dakle rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Stoga je T rekurzivan
skup. Nadalje, komponente funkcije od g su rekurzivne prema propoziciji 1.1.12, a tada je
rekurzivna i funkcija g. Ocˇito je gpNq “ S . Slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. 
Propozicija 2.0.14. Neka su k, n ě 1, neka je S rekurzivno prebrojiv skup u Nk te neka je
h : Nk Ñ Nn rekurzivna funkcija. Tada je hpS q rekurzivno prebrojiv skup.
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Dokaz. Ako je S “ H tada je i hpS q “ H, dakle tvrdnja trivijalno vrijedi.
Neka je sada S ,H. Tada postoji rekurzivna funkcija f : NÑ Nk tako da je f pNq “ S .
Funkcija h˝ f : NÑ Nn je rekurzivna i vrijedi ph˝ f qpNq “ hpS q. Dakle hpS q je rekurzivno
prebrojiv skup. 
Teorem 2.0.15. Neka su k, n ě 1, T Ď Nk`n rekurzivno prebrojiv skup i S Ď Nk skup koji
ima sljedec´e svojstvo: za svaki ~x P Nk vrijedi
~x P S ô D~y P Nn tako da je p~x, ~y q P T.
Tada je S rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Definirajmo funkciju p na sljedec´i nacˇin
p : Nk`n Ñ Nk, ppx1, . . . , xk, xk`1, . . . , xk`nq “ px1, . . . , xnq.
Vrijedi: S “ ppT q. Skup T je rekurzivno prebrojiv, funkcija p je rekurzivna jer su njezine
komponentne funkcije rekurzivne (projekcije na prvih n koordinata). Prema propoziciji
2.0.14 skup S je rekurzivno prebrojiv. 
Iz primjera 1.4.10 smo vidjeli da ako je funkcija f : Nk Ñ Q rekurzivna da je tada
nuzˇno rekurzivan i skup t~x P Nk | f p~x q “ 0u. Neke od posljedica su
1. g, f : Nk Ñ Q rekurzivne ñ t~x P Nk | f p~x q “ gp~x qu je rekurzivan skup.
2. g, f : Nk Ñ N rekurzivne ñ t~x P Nk | f p~x q “ gp~x qu je rekurzivan skup.
Naime, u prvom slucˇaju trazˇeni skup mozˇemo zapisati u obliku t~x P Nk | f p~x q´gp~x q “ 0u.
Kako je funkcija f ´ g : Nk Ñ Q rekurzivna kao zbroj dvije rekurzivne funkcije, tada se
mozˇemo pozvati na primjer 1.4.10 i rec´i da je trazˇeni skup rekurzivan.
U drugom slucˇaju funkciju f mozˇemo zapisati u obliku f p~x q “ p´1q0 f p~x q1 i promatrati kao
funkciju Nk ÝÑ Q. Jednako tako promatramo i funkciju g. Tada za skup iz 2 upotrijebimo
tvrdnju 1.
Lema 2.0.16. Neka su f , g : Nk Ñ Nn rekurzivne funkcije. Tada je
S “ t~x P Nk | f p~x q “ gp~x qu
rekurzivan skup.
Dokaz. Neka su f1, . . . , fn komponentne funkcije od f , a g1, . . . , gn komponentne funkcije
od g. Tada skup S mozˇemo prikazati kao presjek konacˇno mnogo rekurzivnih skupova:
S “ t~x P Nk | f1p~x q “ g1p~x qu X . . .X t~x P Nk | fnp~x q “ gnp~x qu.
Znamo da je presjek rekurzivnih skupova takoder rekurzivan prema propoziciji 1.1.10,
dakle S je rekurzivan skup. 
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Propozicija 2.0.17. Neka su S i T rekurzivno prebrojivi skupovi. Tada su skupovi S Y
T, S X T rekurzivno prebrojivi.
Dokaz. Ako je barem jedan od skupova S i T prazan skup, tada je S X T “ H. Tada je
S X T rekurzivno prebrojiv po definiciji.
Neka su f , g : N Ñ Nk rekurzivne funkcije tako da vrijedi f pNq “ S i gpNq “ T .
Definirajmo funkcije α, β1, β2 : Nk`2 Ñ Nk sa
αp~x, i, jq “ ~x
β1p~x, i, jq “ f piq
β2p~x, i, jq “ gp jq.
Definiramo skupove Γ1 i Γ2 sa
Γ1 “ tp~x, i, jq P Nk`2 | αp~x, i, jq “ β1p~x, i, jqu,
Γ2 “ tp~x, i, jq P Nk`2 | αp~x, i, jq “ β2p~x, i, jqu.
Funkcije α, β1, β2 su rekurzivne, pa prema lemi 2.0.16 slijedi da su skupovi Γ1 i Γ2 rekur-
zivni. Nadalje, definiramo skup
Γ “ tp~x, i, jq P Nk`2 | ~x “ f piq, ~x “ gp jqu.
Vrijedi Γ “ Γ1 X Γ2, pa je Γ rekurzivan skup kao presjek dva rekurzivna skupa. Dalje
zakljucˇujemo
~x P S X T ô Di, j P N takvi da je p ~x, i, jq P Γ
Skup Γ je rekurzivan, pa je prema 2.0.13 rekurzivno prebrojiv. Dakle, prema teoremu
2.0.15 skup S X T je rekurzivno prebrojiv.
Tvrdnju za S Y T dobivamo analogno. 
Propozicija 2.0.18. Neka su k, n ě 1, f : Nk Ñ Nn rekurzivna funkcija, S Ď Nn rekurzivno
prebrojiv. Tada je f´1pS q rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Ako je S “ H tvrdnja je jasna. Pretpostavimo zato S , H. Kako je S rekurzivno
prebrojiv tada postoji rekurzivna funkcija g : N Ñ Nn tako da je S “ gpNq. Uzmimo
proizvoljan ~x P Nk. Vrijedi
~x P f´1pS q ô f p~x q P S ô Dy P N, f p~x q “ gpyq.
Dakle, ~x P f´1pS q ako i samo ako postoji y P N tako da je f p~x q “ gpyq. Definiramo skup
T “ tp~x, yq P Nn`1 | f p~x q “ gpyqu. Sada tvrdnju mozˇemo zapisati ovako :
~x P f´1pS q ô Dy P N tako da je p~x, yq P T.
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Zˇelimo pokazati da je skup T rekurzivno prebrojiv, jer tada c´emo prema teoremu 2.0.15 do-
biti da je skup f´1pS q rekurzivno prebrojiv. No, skup T je i visˇe od toga, on je rekurzivan.
Naime,
T “ tp~x, yq P Nn`1 | f p~x q “ gpyqu
“ tp~x, yq P Nn`1 | Fp~x, yq “ Gp~x, yqu,
gdje su F,G : Nk`1 Ñ Nn definirane sa Fp~x, yq “ f p~x q, Gp~x, yq “ gpyq. Funkcija f je
rekurzivna pa postoje komponentne funkcije f1, . . . fn koje su rekurzivne. Takoder je funk-
cija g rekurzivna pa postoje komponentne funkcije g1, . . . , gn koje su rekurzivne. Dakle,
mozˇemo pisati
Fp~x, yq “ p f1ppp~x, yqq, . . . , fnppp~x, yqqq,
gdje je p : Nk`1 Ñ Nk projekcija na prvih k koordinata. Dakle, F je rekurzivna funkcija.
Zapisˇimo sada kako izgleda funkcija G
Gp~x, yq “ pg1pIk`1k`1p~x, yqq, . . . , gnpIk`1k`1p~x, yqqq.
Zakljucˇujemo da je i G rekurzivna funkcija. Dakle, skup T je rekurzivan, pa je i rekurzivno
prebrojiv. Prema teoremu 2.0.15 skup f´1pS q je rekurzivno prebrojiv. 
Najprije dajemo iskaz i dokaz pomoc´ne leme koja c´e nam biti od koristi u dokazu
sljedec´eg teorema.
Lema 2.0.19. Neka je skup T Ď Nk`1 rekurzivan takav da vrijedi:
@~x P Nk Dy P N takav da je p~x, yq P T. (2.1)
Tada postoji rekurzivna funkcija h : Nk Ñ N takva da vrijedi
p~x, hp~x qq P T, @~x P Nk. (2.2)
Dokaz. Definirajmo funkciju h na sljedec´i nacˇin:
hp~x q “ µyr p~x, yq P T s.
Uocˇimo da je zbog (2.1) funkcija h totalna. Nadalje, pripadnost skupu T mozˇemo izraziti
pomoc´u njegove karakteristicˇne funkcije χT . Funkciju h zapisujemo na sljedec´i nacˇin:
hp~x q “ µyr sgpχT p~x, yqq “ 0 s.
Odavde se jasno vidi da je funkcija h rekurzivna i da vrijedi (2.2). 
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Teorem 2.0.20. Neka su k, n ě 1 te S Ď Nk`n rekurzivno prebrojiv skup takav da za svaki
~x P Nk postoji ~y P Nn tako da je p~x, ~yq P S . Tada postoji rekurzivna funkcija f : Nk Ñ Nn
takva da vrijedi
p~x, f p~x qq P S , @~x P Nk.
Dokaz. Jer je S rekurzivno prebrojiv skup, postoji rekurzivna funkcija g : NÑ Nk`n takva
da je S “ gpNq.
Neka je p : Nk`n Ñ Nk projekcija na prvih k-koordinata, i q : Nk`n Ñ Nn projekcija na
zadnjih n-koordinata.
Vrijedi:
~x P Nk ñ D~y P Nn takav da je p~x, ~yq P S
ñ Dz P N takav da je p~x, ~yq “ gpzq
ñ ~x “ ppgpzqq.
Dakle,
@~x P Nk Dz P N takav da je ~x “ ppgpzqq. (2.3)
Definiramo skup T “ tp~x, zq P Nk`1 | ~x “ ppgpzqqu. Prema lemi 2.0.16 taj skup je
rekurzivan. Iz (2.3) slijedi:
@~x P Nk Dz P N takav da je p~x, zq P T.
Iz pomoc´ne leme slijedi da postoji rekurzivna funkcija h : Nk Ñ N takva da vrijedi p~x, hp~x qq P
T , @~x P Nk. Slijedi,
~x “ ppgphp~x qqq, @~x P Nk
ñ p~x, qpgphp~x qqqq “ gphp~x qq, @~x P Nk
ñ p~x, qpgphp~x qqq P S , @~x P Nk
Definiramo trazˇenu funkciju f : Nk Ñ Nn, sa f p~x q “ qpgphp~x qqq. Funkcije q, g i h su
rekurzivne, pa je i f rekurzivna. 
Lema 2.0.21. Neka je f : Nk Ñ Q rekurzivna. Tada je skup S “ t~x P Nk | f p~x q ą 0u
rekurzivan.
Dokaz. Funkcija f se mozˇe zapisati na sljedec´i nacˇin
f p~x q “ p´1qap~x q bp~x qcp~x q , @~x P Nk,
pri cˇemu su funkcije a, b, c : Nk Ñ N rekurzivne i vrijedi cp~x q , 0, @~x P Nk. Tada vrijedi
f p~x q ą 0 ô ap~x q P 2N, bp~x q , 0
ô Ap~x q :“ sgp χ2Npap~x qqq “ 0, Bp~x q :“ sgpbp~x qq “ 0
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Sada skup S mozˇemo zapisati na ovaj nacˇin:
S “ t~x P Nk | Ap~x q “ 0u X t~x P Nk | Bp~x q “ 0u.
Funkcija A je rekurzivna kao kompozicija funkcija sg i χ2N ˝ a koje su rekurzivne, a B je
rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija sg i b. Prema primjeru 1.4.10 skup S je
presjek dva rekurzivna skupa, a prema 1.1.10 takav skup je takoder rekurzivan. 
Teorem 2.0.22. Neka je f : Nk Ñ R rekurzivna funkcija. Tada je Ω “ t~x P Nk | f p~x q ą 0u
rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Ako je f p~xq ď 0, @~x P Nk tada je Ω prazan skup pa je rekurzivno prebrojiv po
definiciji.
Funkcija f je rekurzivna, pa postoji rekurzivna aproksimacija F : Nk`1 Ñ Q takva da
je
| f p~x q ´ Fp~x, lq| ă 2´l, @~x P Nk, @l P N. (2.4)
Neka je ~x P Nk takav da vrijedi f p~x q ą 0. Tada postoji l P N takav da je
f p~x q ą 2 ¨ 2´l. (2.5)
Iz (2.4) slijedi
Fp~x, lq ´ f p~x q ą ´2´l. (2.6)
Zbrojimo li nejednakosti (2.5) i (2.6) dobijamo
Fp~x, lq ą 2´l. (2.7)
Obratno, pretpostavimo da vrijedi (2.7) za neke ~x P Nk i l P N. Iz (2.4) slijedi nejednakost
f p~x q ´ Fp~x, lq ą ´2´l. (2.8)
Zbrojimo li sada nejednakosti (2.7) i (2.8) dobijamo da je f p~x q ą 0. Zakljucˇujemo sljedec´e
~x P Ω ô f p~x q ą 0 ô Dl P N takav da je Fp~x, lq ą 2´l (2.9)
Kako je F rekurzivna funkcija, tada je prema lemi 2.0.21 skup
tp~x, lq P Nk`1 | Fp~x, lq ´ 2´l ą 0u
rekurzivan pa prema tome i rekurzivno prebrojiv. Dakle, iz (2.9) slijedi da je Ω rekurzivno
prebrojiv skup. 
Korolar 2.0.23. Neka su f , g : Nk Ñ R rekurzivne funkcije.
Tada je skup Ω “ t~x P Nk | f p~x q ă gp~x qu rekurzivno prebrojiv.
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Dokaz. Definiramo funkciju h : Nk Ñ R sa hp~x q “ gp~x q´ f p~x q. Dakle, h “ g`p´1q ¨ f .
Ocˇito za svaki ~x vrijedi
f p~x q ă gp~x q ô hp~x q ą 0.
Stoga je
Ω “ t~x P Nk | hp~x q ą 0u.
Prema teoremu 2.0.22 skup Ω je rekurzivno prebrojiv. 

Poglavlje 3
Izracˇunljivi metricˇki prostori
Definicija 3.0.24. Neka je X neprazan skup te d : X ˆ X Ñ R funkcija tako da vrijedi
sljedec´e:
1q dpx, yq ě 0, @x, y P X
dpx, yq “ 0 ô x “ y
2q dpx, yq “ dpy, xq, @x, y P X
3q dpx, yq ď dpx, zq ` dpz, yq, @x, y, z P X.
Tada za d kazˇemo da je metrika na skupu X, a za uredeni par pX, dq kazˇemo da je metricˇki
prostor.
Primjer 3.0.25. 1. Neka je d : Rˆ RÑ R, dpx, yq “ |x´ y|. Tada je d metrika na R.
a) dpx, yq ě 0
dpx, yq “ 0 ô |x´ y| “ 0 ô x´ y “ 0 ô x “ y
b) dpx, yq “ |x´ y| “ |y´ x| “ dpy, xq
c) dpx, yq “ |x´ y| “ |x´ z` z´ y| ď |x´ z| ` |z´ y| “ dpx, zq ` dpz, yq.
Za d kazˇemo da je euklidska metrika na R.
2. Neka je n P N te d : Rn ˆ Rn Ñ R funkcija definirana sa:
dppx1, . . . , xnq, py1, . . . , ynqq “
b
px1 ´ y1q2 ` . . .` pxn ´ xnq2.
Mozˇe se dokazati da je d metrika na Rn (za dokaz vidi [8]). Za d kazˇemo da je
euklidska metrika na Rn.
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Definicija 3.0.26. Neka je pX, dq metricˇki prostor, x0 P X i r ą 0. Definiramo
Kpx0, rq “ tx P X | dpx, x0q ă ru.
Za Kpx0, rq kazˇemo da je otvorena kugla oko x0 radijusa r u metricˇkom prostoru pX, dq.
Primjer 3.0.27. Neka je d euklidska metrika na R, x0 P R i r ą 0. Tada je
Kpx0, rq “ xx0 ´ r, x0 ` ry.
Naime, za svaki x P R vrijedi
dpx, x0q ă r ô |x´ x0| ă r ô ´r ă x´ x0 ă r ô x0 ´ r ă x ă x0 ` r.
Definicija 3.0.28. Neka je pX, dq metricˇki prostor te S Ď X. Kazˇemo da je S gust skup
u metricˇkom prostoru pX, dq ako za svaki x P X i za svaki  ą 0 postoji s P S tako da je
dpx, sq ă .
Uocˇimo: ako je pX, dq metricˇki prostor, onda je X gust skup u pX, dq.
Primjer 3.0.29. 1. Q je gust skup u metricˇkom prostoru pR, dq, gdje je d euklidska
metrika na R. Naime, neka su x P R i  ą 0. Tada postoji q P Q tako da je
x ă q ă x` , slijedi q P xx´ , x` y, prema primjeru 3.0.27 je dpq, xq ă .
2. Neka je n P N te d euklidska metrika na Rn. Tada je Qn gust skup u metricˇkom
prostoru pRn, dq. Uzmimo x P Rn, x “ px1, . . . , xnq, i  ą 0. Slijedi,
postoje q1, . . . , qn P Q tako da je |x1 ´ q1| ă ?n , . . . , |xn ´ qn| ă
?
n
.
Neka je q “ pq1, . . . , qnq. Tada je dpx, qq ă .
Definicija 3.0.30. Za metricˇki prostor pX, dq kazˇemo da je separabilan ako postoji prebro-
jiv skup gust u pX, dq.
Neka je je pX, dq metricˇki prostor te pxnq niz u X. Kazˇemo da je pxnq gust niz u pX, dq
ako je skup txn | n P Nu gust u pX, dq.
Ocˇito vrijedi: metricˇki prostor pX, dq je separabilan ako i samo ako postoji gust niz u
pX, dq.
Definicija 3.0.31. Neka je pX, dq metricˇki prostor te neka je α “ pαnq gust niz u pX, dq. Za
uredenu trojku pX, d, αq kazˇemo da je izracˇunljiv metricˇki prostor ako je funkcija N2 Ñ
R, pi, jq ÞÑ dpαi, α jq rekurzivna.
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Neka je pX, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor. Neka je x P X. Kazˇemo da je x izracˇunljiva
tocˇka u pX, d, αq ako postoji rekurzivna funkcija f : NÑ N tako da je
dpx, α f pkqq ă 2´k, @k P N.
Neka je pxiq niz u X. Kazˇemo da je pxiq izracˇunljiv niz u pX, d, αq ako postoji rekurzivna
funkcija f : N2 Ñ N tako da je
dpxi, α f pi,kqq ă 2´k, @pi, kq P N2.
Neka je pX, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor. Tada je α ocˇito izracˇunljiv niz u pX, d, αq.
Primjer 3.0.32. Neka je pR, dq metricˇki prostor gdje je d euklidska metrika. Definirajmo
funkciju α : NÑ Q sa
αpiq “ p´1qEpi,2q Epi, 0q
Epi, 1q ` 1 , @i P N.
Funkcija α je rekurzivna. Pokazˇimo da je i surjekcija.
Neka je q P Q proizvoljan. Mozˇemo ga zapisati u obliku
q “ p´1qc a
b` 1 , za neke a, b, c P N.
Tada je αpxq “ q za x “ 2a3b5c. Dakle, Q “ Impαq. Skup Q je gust u pR, dq prema
primjeru 3.0.29, odnosno niz pαiqiPN je gust u pR, dq.
Funkcija H : N2 Ñ Q, Hpi, jq “ αi ´ α j je rekurzivna kao zbroj rekurzivnih funkcija
α ˝ I21 i ´α ˝ I22 . Tada je funkcija N2 Ñ Q, pi, jq ÞÑ dpαi, α jq “ |Hpi, jq| rekurzivna prema
propoziciji 1.3.3, a prema primjeru 1.4.4 je rekurzivna i kao funkcija N2 Ñ R.
Dakle, pR, d, αq je izracˇunljiv metricˇki prostor.
Propozicija 3.0.33. Neka je pR, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor iz primjera 3.0.32. Neka
je pxiq niz u R.
Tada je pxiq izracˇunljiv niz u pR, d, αq ako i samo ako je pxiq rekurzivan niz u R, tj.
rekurzivan kao funkcija NÑ R.
Dokaz. Pretpostavimo da je pxiq izracˇunljiv niz u pR, d, αq, tada postoji rekurzivna funkcija
f : N2 Ñ N takva da je
dpxi, α f pi,kqq ă 2´k, @i, k P N.
Po definiciji funkcije d to znacˇi
|xi ´ α f pi,kq| ă 2´k, @i, k P N. (3.1)
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Tada je funkcija NÑ R, i ÞÑ xi rekurzivna.
Pretpostavimo sada da je pxiq rekurzivan niz u R, tj. da postoji rekurzivna funkcija
F : N2 Ñ Q takva da je
|xi ´ Fpi, kq| ă 2´k, @i, k P N. (3.2)
Zˇelimo nac´i rekurzivnu funkciju f : N2 Ñ N takvu da vrijedi (3.1). Za sve i, k postoji
j P N takav da je Fpi, kq “ α j. Skup Γ “ tpi, j, kq | Fpi, kq “ α ju je rekurzivan.
Znamo: za svaki i, k P N postoji j P N takav da je pi, k, jq P Γ. Prema teoremu 2.0.20
postoji rekurzivna funkcija f : N2 Ñ N takva da vrijedi
pi, k, f pi, kqq P Γ, @i, k P N.
Slijedi, Fpi, kq “ α f pi,kq, @i, k P N. Iz (3.2) slijedi (3.1). 
Napomena 3.0.34. Neka je pX, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor i pxiq izracˇunljiv niz u
pX, d, αq. Tada je xi izracˇunljiva tocˇka u pX, d, αq za svaki i P N.
Uocˇimo i sljedec´e:
Ako je x P X, onda je x izracˇunljiva tocˇka u pX, d, αq ako i samo ako je niz px, x, x, . . . q
izracˇunljiv u pX, d, αq.
Isto tako, ako je x P R, onda je x rekurzivan broj ako i samo ako je konstantna funkcija
NÑ R, i ÞÑ x rekurzivna.
Korolar 3.0.35. Neka je pR, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor iz primjera 3.0.32. Neka je
x P R.
Tada je x izracˇunljiva tocˇka u pR, d, αq ako i samo ako je x rekurzivan broj.
Lema 3.0.36. Neka je f : Nk Ñ R funkcija, M ą 0 te g : Nk`1 Ñ R rekurzivna funkcija
takva da je | f pxq ´ gpx, iq| ă M ¨ 2´i, @~x P Nk, @i P N.
Tada je funkcija f rekurzivna.
Dokaz. Kako je M ą 0 postoji i0 P N takav da je M ¨ 2´i0 ă 1. Definiramo funkciju
g1 : Nn`1 Ñ R sa g1p~x, iq “ gp~x, i` i0q. Tada je
| f p~x q ´ g1p~x, iq |“| f p~x q ´ gp~x, i` i0q | ă M ¨ 2´pi`i0q ă 2´i, @~x P Nk, @i P N. (3.3)
Prema propoziciji 1.4.9 funkcija g1 je rekurzivna pa postoji rekurzivna funkcija G : Nn`2 Ñ
Q takva da vrijedi
| g1p~x, iq ´Gp~x, i, jq |ă 2´ j, @~x P Nk, @i, j P N. (3.4)
Zbrojimo li nejednakosti (3.3) i (3.4), po nejednakosti trokuta mozˇemo zakljucˇiti:
| f p~x q ´Gp~x, i, jq |ă 2´ j ` 2´i, @~x P Nk, @i, j P N.
27
Definirajmo funkciju F : Nk`1 Ñ Q na sljedec´i nacˇin: Fp~x, iq “ Gp~x, i ` 1, i ` 1q. To je
rekurzivna aproksimacija funkcije f , naime
| f p~x q ´ Fp~x, iq | “| f p~x q ´Gp~x, i` 1, i` 1q |
ă 2´i`1 ` 2´i`1 “ 2´i, @~x P Nk, @i P N.
Dakle, funkcija f je rekurzivna. 
Propozicija 3.0.37. Neka je pX, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor te neka su pxiq i py jq
izracˇunljivi nizovi u pX, d, αq.
Tada je funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpxi, y jq rekurzivna.
Iskazˇimo najprije lemu koja c´e nam biti od koristi u dokazu ove propozicije.
Lema 3.0.38. Neka je pX, dq metricˇki prostor te neka su a, a1, b, b1 P X. Tada vrijedi:
|dpa, bq ´ dpa1, b1q| ď dpa, a1q ` dpb, b1q.
Dokaz. Koristec´i nejednakost trokuta dobivamo:
dpa, bq ď dpa, a1q ` dpa1, bq
ď dpa, a1q ` dpa1, b1q ` dpb, b1q
Iz toga slijedi,
dpa, bq ´ dpa1, b1q ď dpa, a1q ` dpb, b1q.
Zamijenimo li uloge a i a1 te b i b1 dobivamo:
dpa1, b1q ´ dpa, bq ď dpa, a1q ` dpb, b1q.
Sve zajedno, vrijedi |dpa1, b1q ´ dpa, bq| ď dpa, a1q ` dpb, b1q. 
Dokaz. propozicije 3.0.37
Nizovi pxiq, py jq su izracˇunljivi u pX, d, αq, sˇto znacˇi da postoje rekurzivne funkcije
f1, f2 : N2 Ñ N takve da vrijedi
dpxi, α f1pi,kqq ă 2´k,
dpy j, α f2p j,kqq ă 2´k, @i, j, k P N.
Neka su i, j, k P N. Iz leme 3.0.38 slijedi:
|dpxi, y jq ´ dpα f1pi,kq, α f2p j,kqq| ă 2 ¨ 2´k.
28 POGLAVLJE 3. IZRACˇUNLJIVI METRICˇKI PROSTORI
Prema lemi 3.0.36 dovoljno je dokazati da je funkcija
N3 Ñ R, pi, j, kq ÞÑ dpα f1pi,kq, α f2p j,kqq
rekurzivna. No ova funkcija je rekurzivna prema propoziciji 1.4.9 jer je kompozicija funk-
cije N3 Ñ N2, pi, j, kq ÞÑ p f1pi, kq, f2p j, kqq i funkcije N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpαi, α jq (koja je
rekurzivna po definiciji izracˇunljivog metricˇkog prostora). 
Propozicija 3.0.39. Neka je pX, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor te pxiq niz u X.
Tada je pxiq izracˇunljiv niz u pX, d, αq ako i samo ako je funkcija h : N2 Ñ R, hpi, jq “
dpxi, α jq rekurzivna.
Dokaz. Ako je pxiq izracˇunljiv niz, onda je funkcija h rekurzivna prema propoziciji 3.0.37.
Obratno, pretpostavimo da je h rekurzivna funkcija. Neka su i, k P N. Tada postoji
j P N takav da vrijedi dpxi, α jq ă 2´k. Dakle, za svake i, k P N postoji j P N takav da je
pi, k, jq P S , pri cˇemu je
S “ tpi, k, jq P N3 | dpxi, α jq ă 2´ku.
Neka su f , g : N3 Ñ R funkcije definirane s:
f pi, k, jq “ hpi, jq
gpi, k, jq “ 2´k
Funkcija f je rekurzivna po pretpostavci, a g je cˇak rekurzivna kao funkcija N3 Ñ Q
(jer je N3 Ñ N, pa, bq ÞÑ ab rekurzivna). Prema tome je g rekurzivna i kao funkcija
N3 Ñ R. Skup S sada mozˇemo zapisati u ovom obliku
S “ tpi, k, jq P N3 | f pi, k, jq ă gpi, k, jqu,
pa iz korolara 2.0.23 slijedi da je S rekurzivno prebrojiv. Prema teoremu 2.0.20 postoji
rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N takva da je
pi, k, Fpi, kqq P S , @i, k P N.
Dakle,
dpxi, α f pi,kqq ă 2´k, @i, k P N,
odnosno pxiq je izracˇunljiv niz. 
Korolar 3.0.40. Neka je pX, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor, a izracˇunljiva tocˇka u pX, d, αq
te pxiq izracˇunljiv nizu pX, d, αq. Tada je funkcija NÑ R, i ÞÑ dpa, xiq rekurzivna.
Dokaz. Neka je niz py jq definiran s y j “ a, @ j P N. Tada je py jq izracˇunljiv niz pa je
funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpy j, xiq rekurzivna prema propoziciji 3.0.37. Kompozicija ove
funkcije s funkcijom N Ñ N2, i ÞÑ pi, 0q je trazˇena funkcija. Time je tvrdnja korolara
dokazana. 
Poglavlje 4
Strukture izracˇunljivosti
Definicija 4.0.41. Neka je pX, dq metricˇki prostor te neka je S skup nizova u X koji ima
sljedec´a svojstva:
1. pxiq, py jq P S povlacˇi da je funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpxi, y jq rekurzivna.
2. ako je px jq P S, f : N2 Ñ N rekurzivna funkcija te pyiq niz u X takav da je
dpyi, x f pi,kqq ă 2´k, @i, k P N,
onda je pyiq P S.
Tada za S kazˇemo da je struktura izracˇunljivosti na metricˇkom prostoru pX, dq.
Definicija 4.0.42. Neka je pX, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor. Oznacˇimo sa Sα skup svih
nizova koji su izracˇunljivi u pX, d, αq.
Propozicija 4.0.43. Neka je pX, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor.
Tada je Sα struktura izracˇunljivosti na pX, dq.
Dokaz. Svojstvo 1. iz definicije strukture izracˇunljivosti slijedi iz propozicije 3.0.37. Dokazˇimo
svojstvo 2.
Neka je px jq P Sα i neka je f : N2 Ñ N rekurzivna funkcija. Pretpostavimo da je pyiq
niz u X tako da vrijedi
dpyi, x f pi,kqq ă 2´k, @i, k P N. (4.1)
Buduc´i da je px jq izracˇunljiv niz u pX, d, αq postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N takva
da vrijedi:
dpx j, αFp j,kqq ă 2´k, @ j, k P N.
Posebno, za sve i, k P N vrijedi
dpx f pi,kq, αFp f pi,kq,kqq ă 2´k. (4.2)
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Iz (4.1) i (4.2) slijedi
dpyi, αFp f pi,kq,kqq ă 2 ¨ 2´k, @i, k P N. (4.3)
Definiramo F 1 ovako:
F 1pi, kq “ Fp f pi, k ` 1q, k ` 1q.
Ocˇito je F 1 rekurzivna funkcija, a prema (4.3) vrijedi:
dpyi, αF1pi,kqq ă 2´k, @i, k P N.
Dakle, pyiq P Sα. Dokazali smo da je Sα struktura izracˇunljivosti. 
Propozicija 4.0.44. Neka jeS struktura izracˇunljivosti na metricˇkom prostoru pX, dq. Neka
je pxiq P S, te neka je f : NÑ N rekurzivna funkcija.
Tada je px f piqqiPN P S.
Dokaz. Zˇelimo pokazati da postoji F : N2 Ñ N rekurzivna funkcija tako da vrijedi
dpx f piq, xFpi,kqq ă 2´k, @i, k P N.
Tada c´e po 2. iz definicije strukture izracˇunljivosti slijediti da je px f piqqiPN P S. Definiramo
F ovako:
Fpi, kq “ f piq.
F je rekurzivna i vrijedi
dpx f piq, xFpi,kqq “ 0 ă 2´k, @i, k P N.

Definicija 4.0.45. Neka je pX, dq metricˇki prostor te neka je α niz u X. Kazˇemo da je
α efektivan separirajuc´i niz u pX, dq ako je α gust u pX, dq te ako je funkcija N2 Ñ R,
pi, jq ÞÑ dpαi, α jq rekurzivna.
Dakle, α je efektivan separirajuc´i niz u pX, dq ako i samo ako je pX, d, αq izracˇunljiv
metricˇki prostor.
Definicija 4.0.46. Neka je pX, dq metricˇki prostor te neka su α, β efektivni separirajuc´i
nizovi u pX, dq. Kazˇemo da su α i β ekvivalentni i pisˇemo α „ β ako je α izracˇunljiv niz u
izracˇunljivom metricˇkom prostoru pX, d, βq.
Propozicija 4.0.47. Neka je pX, dq metricˇki prostor te neka su α i β efektivni separirajuc´i
nizovi takvi da je α „ β.
Tada je β „ α.
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Dokaz. Iz pretpostavke da su α i β izracˇunljivi nizovi u pX, d, βq slijedi da je funkcija
N2 Ñ N, pi, jq ÞÑ dpβi, α jq rekurzivna. Prema propoziciji 3.0.39 je β izracˇunljiv niz u
pX, d, αq. Dakle, vrijedi β „ α. 
Propozicija 4.0.48. Neka je pX, dq metricˇki prostor te neka su α i β efektivni separirajuc´i
nizovi u pX, dq.
Tada je α „ β ako i samo ako je Sα “ Sβ.
Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi α „ β. Neka je pxiq P Sα. Tada je pxiq izracˇunljiv niz u
pX, d, αq, pa postoji rekurzivna funkcija F1 : N2 Ñ N takva da je
dpxi, αF1pi,kqq ă 2´k, @i, k P N.
Nadalje, α P Sβ, a znamo da je Sβ struktura izracˇunljivosti. Prema svojstvu 2. iz definicije
strukture izracˇunljivosti je pxiq P Sβ, tj. Sα Ď Sβ. Zbog prethodne propozicije je β „ α,
odnosno prema upravo dokazanom Sβ Ď Sα, pa slijedi Sα “ Sβ.
Obratno, neka je Sα “ Sβ. Niz α je izracˇunljiv u pX, d, αq, odnosno α P Sα, tj. α P Sβ
a to upravo znacˇi da je α izracˇunljiv u pX, d, βq. Dakle α „ β. 
Korolar 4.0.49. Neka je pX, dq metricˇki prostor. Relacija „ je relacija ekvivalencije na
skupu svih efektivnih separirajuc´ih nizova u pX, dq.
Dokaz. Refleksivnost relacije je ocˇita. Simetricˇnost slijedi iz dokazane propozicije 4.0.47,
a trazitivnost dobijemo iz sljedec´eg:
α „ βñ Sα “ Sβ
β „ γñ Sβ “ Sγ
ñ Sα “ Sγ ñ α „ γ.
Zapravo smo sva tri svojstva mogli dobiti iz zadnje propozicije. 
Primjer 4.0.50. Neka je pX, dq metricˇki prostor te neka je a P X. Neka je pxiq niz u X
definiran s xi “ a za svaki i P N. Neka je S “ tpxiqu. Tada je S struktura izracˇunljivosti
na pX, dq.
Ocˇito je svojstvo 1. iz definicije strukture izracˇunljivosti zadovoljeno.
Pretpostavimo da je pyiq niz u X te f : N2 Ñ N rekurzivna funkcija takva da vrijedi
dpyi, x f pi,kqq ă 2´k, @i, k P N.
Fiksirajmo i P N. Tada vrijedi
dpyi, aq ă 2´k, @k P N.
Stoga je dpyi, aq “ 0, pa je yi “ a. Dakle, pyiq “ pxiq, pa je pyiq P S. Time smo dokazali
svojstvo 2.
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Definicija 4.0.51. Neka je pX, dq metricˇki prostor te neka je S struktura izracˇunljivosti na
pX, dq. Kazˇemo da je S separabilna struktura izracˇunljivosti na pX, dq ako postoji gust niz
pxiq u pX, dq takav da je pxiq P S.
Propozicija 4.0.52. Neka je pX, dq metricˇki prostor te S struktura izracˇunljivosti na pX, dq.
Tada je S separabilna struktura izracˇunljivosti na pX, dq ako i samo ako postoji efektivan
separirajuc´i niz α u pX, dq tako da je S “ Sα.
Dokaz. Ako je S “ Sα za neki efektivan separirajuc´i niz α, onda je α P S, pa je S
separabilna struktura izracˇunljivosti.
Obratno, pretpostavimo da je S separabilna struktura izracˇunljivosti, tj. da postoji α “
pαiq P S takav da je α gust u pX, dq. Niz α je efektivan separirajuc´i jer je gust i α P S, pa
prema svojstvu 1. iz definicije vrijedi da je funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpαi, α jq rekurzivna.
(Stavili smo pxiq “ pαiq, py jq “ pα jq).
Dokazˇimo da je S “ Sα. Neka je pxiq P S. Znamo da je α P S, pa prema 1. iz
definicije strukture izracˇunljivosti vrijedi da je funkcija
N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpxi, α jq
rekurzivna. Prema propoziciji 3.0.39 slijedi da je pxiq izracˇunljiv niz u pX, d, αq. Prema to
je pxiq P Sα. Neka je pxiq P Sα. Tada je pxiq izracˇunljiv niz u pX, d, αq, tj. postoji rekurzivna
funkcija
F : N2 Ñ N takva da je dpxi, αFpi,kqq ă 2´k.
Kako je α P S, slijedi pxiq P S. 
Definicija 4.0.53. Neka je pX, dq metricˇki prostor te neka su pxiq, py jq nizovi u X. Pisˇemo
pxiq ˛ py jq ako je funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpxi, y jq rekurzivna.
Uocˇimo da je gust niz α u metricˇkom prostoru pX, dq efektivan separirajuc´i ako i samo ako
vrijedi α ˛ α.
Pisˇemo pyiq ĺ pxiq ako postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N tako da je dpyi, xFpi,kqq ă
2´k, @i, k P N.
Uz ovakve oznake, strukturu izracˇunljivosti S na metricˇkom prostoru pX, dq mozˇemo
definirati kao skup nizova u X sa sljedec´im svojstvima:
1. pxiq ˛ py jq za sve pxiq, py jq P S,
2. pxiq P S i pyiq ĺ pxiq povlacˇi pyiq P S.
Nadalje, ako je α efektivan separirajuc´i niz u metricˇkom prostoru pX, dq, onda je S α “
tpxiq | pxiq ĺ αu.
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Ako je pX, dq metricˇki prostor koji ima separabilnu strukturu izracˇunljivosti, onda je
pX, dq separabilan metricˇki prostor. Naime, ako je S separabilna struktura izracˇunljivosti
na pX, dq onda postoji niz pxiq P S tako da je pxiq gust u pX, dq.
Primjer 4.0.54. Neka je X ,H, te neka je d : X ˆ X Ñ R funkcija definirana sa
dpx, yq “
#
1, x , y
0, x “ y .
Tvrdimo da je d metrika na X. Lako se provjere svojstva 1. i 2. iz definicije metrike.
Provjerimo svojstvo 3.
Neka su x, y, z P X. Ako je x “ y, tada je dpx, yq “ 0, pa nejednakost dpx, yq ď
dpx, zq ` dpz, yq ocˇito vrijedi.
Ako je x , y onda je dpx, yq “ 1, no u tom slucˇaju vrijedi x , z ili y , z, pa je desna
strana nejednakosti sigurno vec´a ili jednaka od 1.
Za d kazˇemo da je diskretna metrika na skupu X.
Pretpostavimo da je A gust skup u metricˇkom prostoru pX, dq. Tvrdimo da je tada
A “ X.
Naime, neka je x P X. Tada za svaki ε ą 0 postoji a P A takav da je dpx, aq ă ε,
posebno i za ε “ 12 ă 1 postoji takav a, ali zbog definicije metrike d to je istina samo ako
je a “ x.
Neka je X neprebrojiv skup te neka je d diskretna metrika na X. Tada, prema prethod-
nom primjeru, metricˇki prostor pX, dq nije separabilan. Posebno, pX, dq nema separabilnu
strukturu izracˇunljivosti.
Dakle, metricˇki prostor opc´enito ne mora imati separabilnu strukturu izracˇunljivosti,
iako prema primjeru 4.0.50 svaki metricˇki prostor ima strukturu izracˇunljivosti.
4.1 Kardinalnost skupa rekurzivnih brojeva
Za k P Nzt0u oznacˇimo sa RpNk,Nq skup svih rekurzivnih funkcija Nk Ñ N. Analogno
definiramo oznake RpNk,Qq, RpNk,Rq. Znamo da je skup svih rekurzivnih funkcija pre-
brojiv, dakle RpNk,Nq je prebrojiv skup.
Za svaki f P RpNk,Qq postoje a f , b f , c f P RpNk,Nq takvi da je
f pxq “ p´1qa f pxqb f pxq
c f pxq , @x P N
k.
Funkcija RpNk,Qq Ñ RpNk,Nq ˆ RpNk,Nq ˆ RpNk,Nqlooooooooooooooooooomooooooooooooooooooon
p˚q
, f ÞÑ pa f , b f , c f q
je ocˇito injekcija. Skup p˚q je prebrojiv, pa je i RpNk,Qq prebrojiv.
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Za svaku f P RpNk,Rq odaberemo neku rekurzivnu aproksimaciju od f i oznacˇimo je
s F f . Jasno je da je F f P RpNk`1,Qq. Pokazˇimo da je funkcija
RpNk,Rq ÞÑ RpNk`1,Qq, f ÞÑ F f (4.4)
injekcija. Naime, neka je f P RpNk,Rq i x P Nk. Tada za svaki i P N vrijedi
| f pxq ´ F f px, iq |ă 2´i.
Neka je ε ą 0. Tada postoji i0 P N takav da je 2´i0 ă ε. Tada za svaki i ě i0 vrijedi
| f pxq ´ F f px, iq |ă 2´i ď 2´i0 ă ε.
Prema tome zakljucˇujemo limiÑ8 F f px, iq “ f pxq.
Uzmimo f , g P RpNk,Rq takve da vrijedi F f “ Fg. Tada za svaki x P Nk imamo
f pxq “ lim
i
F f px, iq “ lim
i
Fgpx, iq “ gpxq,
dakle f pxq “ gpxq. Prema tome f “ g. Time smo dokazali da je funkcija (4.4) injekcija.
Iz toga slijedi da je skup RpNk,Rq prebrojiv.
Neka je R skup svih rekurzivnih brojeva. Ako je x P R, onda je funkcija N Ñ R, i ÞÑ
x (tj. niz px, x, . . .q) rekurzivna prema napomeni 3.0.34. Funkcija R Ñ RpN,Rq, x ÞÑ
px, x, . . .q je ocˇito injekcija, pa slijedi da je R prebrojiv skup.
4.2 Separabilne strukture izracˇunljivost
Definicija 4.2.1. Neka je n P Nzt0u, neka je d euklidska metrika na Rn te neka je X Ď Rn,
X , H. Tada je d pXˆX ocˇito metrika na X. Za d pXˆX kazˇemo da je euklidska metrika na
X.
Primjer 4.2.2. Skup R je neprebrojiv, a R prebrojiv. Stoga postoji γ P R takav da γ <
R. Znamo da je x P R ako i samo ako je ´x P R, pa slijedi ´γ < R. Stoga mozˇemo
pretpostaviti γ ą 0.
Neka je X “ t0, γu te neka je d euklidska metrika na X. Metricˇki prostor pX, dq je ocˇito
separabilan, no ne postoji separabilna struktura izracˇunljivosti na pX, dq. Dokazˇimo to.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji efektivan separirajuc´i niz α u pX, dq. Slijedi
Imα “ t0, γu (4.5)
Funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpαi, α jq je rekurzivna, pa je prema primjeru 1.4.5 dpαi, α jq
rekurzivan broj za sve i, j P N. Specijalno, to vrijedi i za i, j takve da je αi “ 0, α j “ γ
(oni postoje zbog (4.5)). Slijedi,
dp0, γq “| 0´ γ |“ γ,
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ali uzeli smo γ < R, odnosno dpαi, α jq nije rekurzivan broj. Kontradikcija.
Dakle, ne postoji separabilna struktura izracˇunljivosti.
Primjer 4.2.3. Neka je d euklidska metrika na R, neka je α niz iz primjera 3.0.32 te neka
je γ P R broj koji nije rekurzivan. Definirajmo β : N Ñ R sa βi “ αi ` γ. Za sve i, j P N
vrijedi
dpβi, β jq “| βi ´ β j |“| αi ´ α j |“ dpαi, α jq.
Dakle funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpβi, β jq je rekurzivna.
Neka je x P R te ε ą 0. Buduc´i da je α gust niz u pR, dq postoji i P N tako da vrijedi
| px´ γq ´ αi |ă ε.
Dakle,
| x´ pαi ` γq |ă ε,
tj. | x´ βi |ă ε.
Prema tome β je gust niz u pR, dq. Pokazali smo da je pR, d, βq izracˇunljiv metricˇki prostor.
Imamo da su Sα i Sβ dvije separabilne strukture izracˇunljivosti na pR, dq. Pitamo se da li
su one jednake.
Buduc´i da je Imα “ Q postoji i P N tako da je αi “ 0. Slijedi da je βi “ γ, pa
zakljucˇujemo da je γ izracˇunljiva tocˇka u pR, d, βq. Stoga je pγ, γ, . . .q izracˇunljiv niz u
pR, d, βq, pa je pγ, γ, . . .q P Sβ. No, ovaj niz nije element od Sα. Naime, kada bi vrijedilo
pγ, γ, . . .q P Sα, tada bi γ bila izracˇunljiva tocˇka u pR, d, αq pa bi prema korolaru 3.0.35
slijedilo da je γ rekurzivan broj, sˇto je u kontradikciji s izborom od γ. Dakle, Sα , Sβ.
Definicija 4.2.4. Neka je pX, dq metricˇki prostor te neka je S struktura izracˇunljivosti na
pX, dq. Neka je x0 P X. Kazˇemo da je x0 izracˇunljiva tocˇka u S ako je konstantan niz
px0, x0, . . .q P S.
Neka je pX, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor te x0 P X. Pretpostavimo da je x0 izracˇunljiva
tocˇka u pX, d, αq. Tada je px0, x0, . . .q izracˇunljiv niz u pX, d, αq, sˇto znacˇi da je px0, x0, . . .q P
Sα pa je x0 izracˇunljiva tocˇka u Sα.
Obratno, ako je x0 izracˇunljiva tocˇka u Sα, onda na slicˇan nacˇin zakljucˇujemo da je x0
izracˇunljiva tocˇka u pX, d, αq.
Propozicija 4.2.5. Neka jeS struktura izracˇunljivosti na metricˇkom prostoru pX, dq te neka
je a P X. Tada su sljedec´e tvrdnje ekvivalentne:
1. a je izracˇunljiva tocˇka u S,
2. postoji pxiq P S tako da je a “ xi0 za neki i0 P N,
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3. postoje pxiq P S i rekurzivna funkcija f : N Ñ N tako da je dpa, x f pkqq ă 2´k, za
svaki k P N
Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi 1. Buduc´i da je a izracˇunljiva tocˇka u S za niz definiran
s xi “ a, @i P N vrijedi pxiq P S. Iz ovoga je ocˇito da vrijedi tvrdnja 2.
Pretpostavimo da vrijedi 2. Definirajmo funkciju f : N Ñ N s f pkq “ i0, @k P N.
Funkcija f je rekurzivna te za svaki k P N vrijedi:
dpa, x f pkqq “ 0 ă 2´k.
Pretpostavimo da vrijedi 3. Neka je pyiq niz u X definiran s yi “ a, za svaki n P N.
Definiramo funkciju F : N2 Ñ N s Fpi, kq “ f pkq za sve i, k P N. Ocˇito je F rekurzivna
funkcija. Iz 3. slijedi
dpyi, xFpi,kqq ă 2´k, @i, k P N.
Prema svojstvu 2. iz definicije strukture izracˇunljivosti, slijedi da je pyiq P S, odnosno a je
izracˇunljiva tocˇka u S. 
Definicija 4.2.6. Ako je S struktura izracˇunljivosti na metricˇkom prostoru pX, dq onda sa
S0 oznacˇavamo skup svih izracˇunljivih tocˇaka u S.
Primjer 4.2.7. Neka je X neprebrojiv skup te d diskretna metrika na X. Definiramo
S “ tpa, a, . . .q | a P Xu.
Tvrdimo da je S struktura izracˇunljivosti na pX, dq.
Ako su pxiq, py jq P S onda je N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpxi, y jq konstantna funkcija s vri-
jednosˇc´u 0 ili 1, pa je stoga rekurzivna.
Nadalje, neka je pxiq P S , f : N2 Ñ N rekurzivna funkcija te pyiq niz u X takav da je
dpyi, x f pi,kqq ă 2´k, @i, k P N.
Tada je
yi “ x f pi,kq, @i, k P N,
tj. pyiq je konstantan niz u X pa slijedi da je pyiq P S .
Dakle, S je struktura izracˇunljivosti na pX, dq. Uocˇimo da je S neprebrojiv skup. Na-
dalje, S 0 “ X, dakle i S 0 je neprebrojiv skup.
Definicija 4.2.8. Neka je pX, dq metricˇki prostor, pxnq niz u X i a P X. Kazˇemo da niz pxnq
konvergira (ili tezˇi) prema a u metricˇkom prostoru pX, dq ako za svaki ε ą 0 postoji n0 P N
tako da je
dpxn, aq ă ε, @n ě n0.
Kazˇemo josˇ da je a limes niza pxnq i pisˇemo xn Ñ a.
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Propozicija 4.2.9 (Jedinstvenost limesa niza). Neka je pX, dq metricˇki prostor, neka je pxnq
niz u X te neka su a, b P X tako da vrijedi xn Ñ a i xn Ñ b. Tada je a “ b.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. a , b. Tada je dpa, bq ą 0. Definiramo ε “ dpa,bq2 .
Zbog xn Ñ a postoji n1 P N tako da je dpxn, aq ă ε, @n ě n1.
Zbog xn Ñ b postoji n2 P N tako da je dpxn, bq ă ε, @n ě n2.
Neka je n “ maxtn1, n2u. Tada vrijedi
dpa, bq ď dpxn, aq ` dpxn, bq ă ε` ε “ dpa, bq.
Dosˇli smo do kontradikcije. Prema tome je a “ b. 
Napomena 4.2.10. Neka je pX, dq metricˇki prostor, pxnq niz u X te a P X tocˇka takva da je
dpa, x jq ă 2´ j, @ j P N. Tada x j Ñ a.
Naime, ako je ε ą 0 onda postoji j0 P N tako da vrijedi 2´ j0 ă ε. Tada za svaki j P N,
j ě j0 vrijedi
2´ j ď 2´ j0 pa je 2´ j ă ε.
Slijedi dpa, x jq ă ε, za svaki j ě j0.
Propozicija 4.2.11. Neka je S separabilna struktura izracˇunljivosti na metricˇkom prostoru
pX, dq. Tada je S prebrojiv skup. Posebno, S0 je prebrojiv skup.
Dokaz. Prema propoziciji 4.0.52 postoji efektivni separirajuc´i niz α u pX, dq takav da je
S “ Sα. Neka je x P S, x “ pxiq. Tada je x izracˇunljiv niz u pX, d, αq pa postoji Fx P
RpN2,Nq takva da je
dpxi, αFxpi, jqq ă 2´ j, @i, j P N.
Tvrdimo da je funkcija SÑ RpN2,Nq , x ÞÑ Fx injekcija.
Pretpostavimo da su x, y P S takvi da je Fx “ Fy. Neka je i P N. Tada za svaki j P N
vrijedi:
dpxi, αFxpi, jqq ă 2´ j
dpyi, αFypi, jqq ă 2´ j.
Prema napomeni niz pαFxpi, jqq jPN tezˇi prema xi, analogno pαFypi, jqq jPN tezˇi prema yi. No, ovi
nizovi su jednaki pa zbog jedinstvenosti limesa niza slijedi da je xi “ yi.
Dakle, xi “ yi, za sve i P N, prema tome je x “ y. Time smo dokazali da je funkcija
SÑ RpN2,Nq , x ÞÑ Fx injekcija.
Skup RpN2,Nq je prebrojiv, pa je i S prebrojiv.
Nadalje, funkcija S0 Ñ S, x ÞÑ px, x, . . .q je ocˇito injekcija, pa slijedi da je S0 prebrojiv
skup.
Alternativno, S0 “ ŤpxiqPStxi | i P Nu, pa je S0 prebrojiv kao prebrojiva unija prebro-
jivih skupova. 
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Primjer 4.2.12. Neka je pR, dqmetricˇki prostor gdje je d euklidska metrika. Neka je x P R.
Tada postoji separabilna struktura izracˇunljivosti S na pR, dq takva da vrijedi x P S0.
Neka je α niz definiran u primjeru 3.0.32. Definiramo niz β : N Ñ R sa βi “ αi ` x.
Tada je pR, d, βq izracˇunljiv metricˇki prostor (dokazujemo na isti nacˇin kao u primjeru
4.2.3), odnosno Sβ je separabilna struktura izracˇunljivosti. Kako je α1 “ 0, tako je β1 “ x.
Dakle, x P pSβq0.
Primjer 4.2.13. Neka je d euklidska metrika na r0, 1s. Neka je α : NÑ Q funkcija defini-
rana s
αpiq “ Epi, 0q
lpEpi, 0q ` Epi, 1qq ,
pri cˇemu je l : NÑ N, lpxq “
#
x, x ě 1
1, x “ 0 .
Primijetimo da je Imα “ tq P Q | 0 ď q ď 1u “ QXr0, 1s. Ocˇito je α rekurzivna funkcija,
pa zakljucˇujemo da je α efektivan separirajuc´i niz u pr0, 1s, dq. Stoga je Sα separabilna
struktura izracˇunljivosti na pr0, 1s, dq.
Teorem 4.2.14. Neka je d euklidska metrika na r0, 1s. Tada postoji jedistvena separabilna
struktura izracˇunljivosti na pr0, 1s, dq.
Dokaz. Neka je α niz iz primjera 4.2.13. Znamo da jeSα separabilna struktura izracˇunljivosti.
Dokazˇimo da je to jedina separabilna struktura izracˇunljivosti na pr0, 1s, dq.
Pretpostavimo da je S separabilna struktura izracˇunljivosti na pr0, 1s, dq. Tada je S “
Sβ gdje je β efektivan separirajuc´i niz u pr0, 1s, dq. Buduc´i da je β gust niz u pr0, 1s, dq
postoji i0 P N takav da je
dp0, βi0q ă 14 , tj. βi0 ă
1
4
.
Neka je k P N. Tada postoje i, j P N takvi da je
dp0, βiq ă 2
´k
4
,
dp1, β jq ă 2
´k
4
.
Slijedi
βi ă 2
´k
4
, (4.6)
1´ β j ă 2
´k
4
, (4.7)
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pa zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo
1` βi ´ β j ă 2
´k
2
iz cˇega slijedi
1´ 2
´k
2
ă β j ´ βi.
Stoga je
dpβi, β jq “| βi ´ β j |“ β j ´ βi ą 1´ 2
´k
2
.
Dakle, dpβi, β jq ą 1´ 2´k2 .
Nadalje, iz (4.6) slijedi βi P r0, 14y pa zbog βi0 P r0, 14y imamo | βi ´ βi0 |ă 14 , tj.
(.βi ´ βi0q ă 14 . Dakle, za svaki k P N postoje i, j P N takvi da je
dpβi, β jq ą 1´ 2
´k
2
(4.8)
dpβi, βi0q ă 14 . (4.9)
Pretpostavimo sada da su i, j P N takvi da vrijedi (4.8) i (4.9).
Tvrdimo da je tada dp0, βiq ă 2´k. Ocˇito ne mozˇe vrijediti βi, β j P r0, 1´ 2´k2 s jer bi u tom
slucˇaju vrijedilo dpβi, β jq ď 1´ 2´k2 . Stoga se bar jedan od brojeva βi i β j nalazi u r1´ 2
´k
2 , 1s.
No, βi < r1´ 2´k2 , 1s jer bi u suprotnom slucˇaju vrijedilo βi0 ă 14 ă 12 ď 1´ 2
´k
2 ď βi sˇto bi
povlacˇilo da je dpβi0 , βiq ě 14 . Stoga je
β j P r1´ 2
´k
2
, 1s. (4.10)
Analogno zakljucˇujemo da ne vrijedi βi, β j P r2´k2 , 1s, pa slijedi da se bar jedan od brojeva
βi, β j nalazi u r0, 2´k2 y. No to ne mozˇe biti β j zbog (4.10). Prema tome βi P r0, 2
´k
2 y, dakle
βi ă 2´k2 pa je dp0, βiq ă 2´k.
Definirajmo skup
ω “ tpk, i, jq | dpβi, β jq ą 1´ 2
´k
2
, dpβi, βi0q ă 14u.
Neka su
ω1 “ tpk, i, jq | dpβi, β jq ą 1´ 2
´k
2
u
ω2 “ tpk, i, jq | dpβi, βi0q ă 14u.
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Tada je ω “ ω1 X ω2. Funkcija
N3 Ñ R, pk, i, jq ÞÑ dpβi, β jq
je rekurzivna, a takoder je rekurzivna i funkcija
N3 Ñ R, pk, i, jq ÞÑ 1´ 2
´k
2
.
Prema korolaru 2.0.23 skup ω1 je rekurzivno prebrojiv. Analogno zakljucˇujemo da je ω2
rekurzivno prebrojiv. Skup ω je rekurzivno prebrojiv kao presjek ω1 i ω2.
Za svaki k P N postoje i, j P N takvi da vrijedi (4.8) i (4.9), odnosno za svaki k P N
postoje i, j P N takvi da je pk, i, jq P ω. Iz teorema 2.0.20 slijedi da postoje rekurzivne
funkcije f , g : NÑ N takve da vrijedi
pk, f pkq, gpkqq P ω, @k P N.
Dokazali smo ranije da (4.8) i (4.9), tj. pk, i, jq P ω povlacˇi dp0, βiq ă 2´k. Stoga vrijedi
pk, f pkq, gpkqq P ωñ dp0, β f pkqq ă 2´k, @k P N.
Dakle, 0 je izracˇunljiva tocˇka u pr0, 1s, d, βq. Iz korolara 3.0.40 slijedi da je funkcija
NÑ R, i ÞÑ dp0, βiq
rekurzivna, odnosno pβiq je rekurzivan niz. Iz ovoga i propozicije 1.4.8 slijedi da je funkcija
N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpβi, α jq rekurzivna.
Prema korolaru 2.0.23 skup
γ “ tpi, k, jq | dpβi, α jq ă 2´ku
je rekurzivno prebrojiv. Za sve i, k P N postoji j P N takav da je pi, k, jq P γ (zbog gustoc´e
niza α). Prema teoremu 2.0.20 postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N takva je
pi, k, Fpi, kqq P γ, @i, k P N.
Tada je dpβi, αFpi,kqq ă 2´k, @i, k P N, odnosno β ĺ α. Stoga je β „ α, pa iz propozicije
4.0.48 slijedi Sα “ Sβ.
Dakle, S “ Sα i time je tvrdnja dokazana.

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4.3 Efektivna potpuna omedenost
Definicija 4.3.1. Neka je pX, dq metricˇki prostor te S Ď X. Kazˇemo da je S omeden u
metricˇkom prostoru pX, dq ako postoje x0 P X i r ą 0 takav da je S Ď Kpx0, rq.
Uocˇimo sljedec´e: ako je S omeden skup u metricˇkom prostoru pX, dq onda za svaki
x P X postoji r ą 0 takav da vrijedi S Ď Kpx, rq.
Naime, imamo S Ď Kpx0, rq za neke x0 P X i r ą 0. Ako je x P X onda definiramo
s “ dpx, x0q ` r te tada vrijedi Kpx0, rq Ď Kpx, sq, jer ako je a P Kpx0, rq onda je
dpa, xq ď dpa, x0q ` dpx0, xq ă r ` dpx0, xq “ s
pa je a P Kpx, sq.
Propozicija 4.3.2. Neka je pX, dq metricˇki prostor te neka su S 1, . . . , S n omedeni skupovi
u pX, dq. Tada je S 1 Y . . .Y S n omeden skup u pX, dq.
Dokaz. Odaberemo x0 P X. Skupovi S 1, . . . , S n su omedeni pa vrijedi
@i P t1, . . . , nu Dri ą 0 takav da je S i Ď Kpx0, riq.
Odaberemo r “ maxtr1, . . . , rnu. Tada je S 1 Y . . .Y S n Ď Kpx0, rq. 
Definicija 4.3.3. Za metricˇki prostor kazˇemo da je omeden ako je X omeden skup u pX, dq.
Definicija 4.3.4. Za metricˇki prostor pX, dq kazˇemo da je potpuno omeden ako za svaki
ε ą 0 postoje n P N i x0, . . . xn P X takvi da je
X “ Kpx0, εq Y . . .Y Kpxn, εq. (4.11)
Uocˇimo sljedec´e: ako je metricˇki prostor potpuno omeden, onda je i omeden. Naime,
ako odaberemo bilo koji ε ą 0 onda postoje x0, . . . , xn P X takvi da vrijedi (4.11) pa prema
prethodnoj propoziciji slijedi da je X omeden skup.
Primjer 4.3.5. Neka je X ,H te neka je d diskretna metrika na X. Metricˇki prostor pX, dq
je omeden, naime za r “ 2 i proizvoljnu tocˇku x0 P X je X “ Kpx0, 2q.
Pretpostavimo sada da je X beskonacˇan. Tada pX, dq nije potpuno omeden. U suprot-
nom bi za ε “ 1 postojali x0, . . . , xn P X takvi da vrijedi
X “ Kpx0, εq Y . . .Y Kpxn, εq “ tx0u Y . . .Y txnu
ali to bi znacˇilo da je X konacˇan skup, sˇto je nemoguc´e.
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Lema 4.3.6. Neka je pX, dq metricˇki prostor, x, y P X te r ą 0. Pretpostavimo da je
y P Kpx, rq. Tada je Kpx, rq Ď Kpy, 2rq.
Dokaz. Neka je z P Kpx, rq proizvoljna tocˇka. Tada je
dpz, yq ď dpz, xq ` dpx, yq ă r ` r ă 2r
ñ z P Kpy, 2rq,
odnosno Kpx, rq Ď Kpy, 2rq. 
Propozicija 4.3.7. Neka je pX, dq metricˇki prostor te α “ pαiq gust niz u pX, dq. Tada je
pX, dq potpuno omeden ako i samo ako za svaki ε ą 0 postoji N P N takav da je
X “ Kpα0, εq Y . . .Y KpαN , εq.
Dokaz. Ako za svaki ε ą 0 postoji takav N onda je pX, dq potpuno omeden.
Obratno, pretpostavimo da je pX, dq potpuno omeden. Neka je ε ą 0. Tada postoje
n P N i x0, . . . , xn P X takvi da je
X “ Kpx0, ε2q Y . . .Y Kpxn,
ε
2
q.
Zbog gustoc´e niza α postoje i0, . . . , in P N takvi da je
αi0 P Kpx0, ε2q, . . . , αin P Kpxn,
ε
2
q,
a zbog leme vrijedi
Kpx0, ε2q Ď Kpαi0 , εq, . . . ,Kpxn,
ε
2
q Ď Kpαin , εq.
Neka je N “ maxti0, . . . , inu. Tada je
X “ Kpα0, εq Y . . .Y KpαN , εq.

Napomena 4.3.8. Neka je pX, dq metricˇki prostor te niz α gust u pX, dq. Tada je pX, dq
potpuno omeden ako i samo ako za svaki k P N postoji N P N takav da vrijedi
X “ Kpα0, 2´kq Y . . .Y KpαN , 2´kq.
Ako je pX, dq potpuno omeden onda iz prethodne propozicije slijedi da za svaki k ą 0
postoji takav N (uzmemo ε “ 2´k).
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Obratno, ako za svaki k postoji takav N onda za ε ą 0 odaberemo k P N takav da je
2´k ă ε. Postoji N takav da je
X “ Kpα0, 2´kq Y . . .Y KpαN , 2´kq
pa slijedi
X “ Kpα0, εq Y . . .Y KpαN , εq,
stoga je pX, dq potpuno omeden.
Pretpostavimo da je pX, d, αq izracˇunljiv metricˇki prostor takav da je metricˇki prostor
pX, dq potpuno omeden. Znamo:
@k P N DN P N takav da vrijedi X “ Kpα0, 2´kq Y . . .Y KpαN , 2´kq.
Pitanje koje se prirodno postavlja je postoji li rekurzivna funkcija f : NÑ N takva da je
X “ Kpα0, 2´kq Y . . .Y Kpα f pkq, 2´kq, @k P N. (4.12)
Ako takva funkcija postoji, onda za izracˇunljiv metricˇki prostor pX, d, αq kazˇemo da je
efektivno potpuno omeden.
Teorem 4.3.9. Neka je pX, dq metricˇki prostor te α i β efektivni separirajuc´i nizovi u pX, dq
takvi da vrijedi α „ β. Neka je pX, d, αq efektivno potpuno omeden. Tada je i pX, d, βq
efektivno potpuno omeden .
Dokaz. Postoji rekurzivna funkcija f : NÑ N takva da vrijedi (4.12). Tada je
X “ Kpα0, 2
´k
2
q Y . . .Y Kpα f pk`1q, 2
´k
2
q, @k P N.
Jer su α i β efektivni separirajuc´i nizovi slijedi da za svaki k P N postoje i0, . . . , i f pkq P N
takvi da vrijedi
dpα0, βi0q ă 2
´k
2
. . .
dpα f pkq, βi f pkqq ă
2´k
2
.
Odnosno, prema lemi 4.3.6 vrijedi
Kpα0, 2
´k
2
q Ď Kpβi0 , 2´kq
. . .
Kpα f pkq, 2
´k
2
q Ď Kpβi f pkq , 2´kq.
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Definirajmo N “ maxti0, . . . , i f pkqu. Slijedi
X “ Kpβ0, 2´kq Y . . .Y KpβN , 2´kq.
Iz pretpostavke teorema je α „ β, odnosno α je izracˇunljiv niz u pX, d, βq sˇto povlacˇi
postojanje rekurzivne funkcije
F : N2 Ñ N takve da je dpαi, βFpi,kqq ă 2´k.
Neka je definirana funkcija g : N2 Ñ N, gpi, kq “ Fpi, k ` 1q. Ta funkcija je rekurzivna i
vrijedi
dpαi, βgpi,kqq ă 2
´k
2
.
Vrijedi
Kpα0, 2
´k
2
q Ď Kpβgp0,kq, 2´kq
...
Kpαi, 2
´k
2
q Ď Kpβgpi,kq, 2´kq
...
Kpα f pk`1q, 2
´k
2
q Ď Kpβgp f pk`1q,kq, 2´kq.
Definiramo funkciju H : NÑ N sa
Hpkq “ maxtgpi, kq | 0 ď i ď f pk ` 1qu.
Tada je
X “ Kpβ0, 2´kq Y . . .Y KpβHpkq, 2´kq, @k P N.
Treba josˇ pokazati da je funkcija H rekurzivna. U tu svrhu definiramo funkciju H˜ : N2 Ñ N
sa
H˜p j, kq “ maxtgpi, kq | 0 ď i ď ju,
a tada je Hpkq “ H˜p f pk ` 1q, kq. Vrijedi
H˜p0, kq “ gp0, kq
H˜p j` 1, kq “ maxtgp0, kq, . . . gp j` 1, kqu
“ maxtH˜p j, kq, gp j` 1, kqu
“ GpH˜p j, kq, j, kq,
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gdje je funkcija G : N3 Ñ N definirana sa
Gpa, j, kq “ maxta, gp j` 1, kqu.
Dakle, H˜ je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcije N Ñ N, k ÞÑ gp0, kq i funkcije
G. Stoga je H˜ rekurzivna, odnosno funkcija H je rekurzivna. Dakle, izracˇunljiv metricˇki
prostor pX, d, βq je efektivno potpuno omeden. 
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Sazˇetak
U ovom radu smo pojam rekurzivne funkcije prosˇirili na funkcije s realnim vrijednostima.
Dokazali smo da su zbroj, apsolutna vrijednost i umnozˇak rekurzivnih funkcija takoder
rekurzivne funkcije. Definirali smo rekurzivno prebrojive skupove i dokazali na koji nacˇin
djeluju rekurzivne funkcije na takve skupove. Pojmove izracˇunljivog metricˇkog prostora,
izracˇunljive tocˇke i izracˇunljivog niza smo uveli u trec´em poglavlju. Promatrali smo euk-
lidsku metriku d na R te na prirodan nacˇin uveli niz α takav da je pR, d, αq izracˇunljiv
metricˇki prostor. Dokazali smo da je x izracˇunljiva tocˇka u pR, d, αq ako i samo ako je x
rekurzivan broj.
U cˇetvrtom poglavlju smo definirali sˇto su strukture izracˇunljivosti, efektivni separi-
rajuc´i nizovi, separabilne strukture izracˇunljivosti i sl. Dokazali smo da je skup svih rekur-
zivnih brojeva prebrojiv. Glavni rezultat je teorem u kojem tvrdimo da postoji jedinstvena
separabilna struktura izracˇunljivosti na metricˇkom prostoru pr0, 1s, dq, pri cˇemu je d euk-
lidska metrika. Na kraju se smo se dotaknuli pojma omedenosti u metricˇkim prostorima te
definirali kada je izracˇunljiv metricˇki prostor efektivno potpuno omeden.

Summary
In this paper, we expanded the notion of a recursive function to the function with real
values. We have proven that the sum, the absolute value and the product of the recursive
functions is also a recursive function. We introduced the notion of a recursively enumerable
set. The preimage and image of a recursively enumerable set under the recursive function
is a recursively enumerable set.
In the third chapter we introduced the notions of a computable metric space, a compu-
table point and a computable sequence.
Let d be the euclidean metric on R and α sequence introduced naturally such that
pR, d, αq is a computable metric space. We proved that x is a computable point in pR, d, αq
if and only if x is a recursive number.
In the fourth chapter we defined the notion of a computability structure, a effective
separating sequence, a separable computability structure etc. We have shown that the set
of all recursive numbers is countable. The main result is a theorem in which we claim that
there is a unique separable computability structure on the metric space pr0, 1s, dq, where d
is the euclidean metric.
Finally we examined boundedness in metric space and defined when a computable
metric space is effectively totally bounded.
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